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Summary. Several authors discuss how the simulated tempering scheme provides a very simple mech-

anism for introducing regenerations within a Markov chain. In this paper we explain how regenerative

simulated tempering schemes provide a very natural mechanism for perfect simulation. We use this to

provide a perfect simulation algorithm, which uses a single-sweep forward-simulation without the need

for recursively searching through negative times. We demonstrate this algorithm in the context of several

examples.
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1. Introduction
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2.1. Simulated tempering
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2.2. Coupling from the past
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2.4. Converting CFTP to a Forward-Time Algorithm
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3. Small Sets for Simulated Tempering
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4.2. A Perfect Simulation Algorithm Using Simulated Tempering
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5.1. The Tempering Scheme
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5.2. The Perfect Simulation Scheme
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5.3. Specialisation to Bayesian Models
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6. Examples
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6.1. Example I: Sampling from a Beta
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Fig. 1. True density function for a �����
	 ����
�����
 � random variable imposed upon an empirical estimate (histogram)

using (a) 10000 draws using our perfect simulation scheme, and (b) with 10000 draws from Splus’ built-in beta

generator, rbeta.
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6.2. Example II: Analysis of Band-return Data
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Fig. 2. Histograms summarising the perfect simulation output for the Mallard example. Plots based upon 10,000

separate replications of the perfect simulation algorithm and correspond to (a) ��� , (b) � and (c) 	 .
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6.3. Example III: Autoregressive Time Series
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7. Discussion

i��N�,Q����b(�
�(#"�$A3kI	"*���]��$,�464�7�5"*
v��"'I 
���>��
$�����Q7� ad�@��>��
$�����Q7� �7< }
h�EG�
$T(�$��464���5����>�(#"�$�EG"'�5�!��
��P(���"A�gEG$��
�s

�%
�$,>�"��\64�Y�W�,$��� ��4�,���
�:��aOA h5< {JQ�"�
���>��
$�����Q7� �Y�P
�R
"�$%�F�����p��Eb�M0D{XC ���F����> �F���!���Y
V�,"'6 ��"��P(#"�$,���7>N�L�M�N��3



Perfect Forward Simulation 27

 ����b�����KR�"'$F�,"'6v���v
.EG�
$�IJ
�$%6KZ[�����P"o
���>���$,����Q�� �7�����7>�{JQ�"'��$,"�� /4<�f�<g9L"\"5rK��"'�76_�,Q�"'��"m�Y64"A
������.�,Q�"m��$%
��7�FZ
64���P"��7�������7
��#�L�M�N� �5�
�
�,"5rK�'3K�*
�eK����>o�,Q�"b�5���7��"'�5�������l #"5�WIM"�"'�*��Q7"b�����!���Y
V�,"'6P�,"��P(�"'$�����>P
��76l$�"'R�"'$,���� 7��"
UW���P( �L�M�L� �,�%Q�"'�\"A��a~�@��>��
$�����Q�� ��< /
hH3�
���6 $,"��Y
V��"�����$\(#"�$�EG"'�H�*�����m����
�������� �,�%Q�"'�\"l���L��Q�"���Q7"���$,+ ��E
$,��>
��$,���7�  ��
���76��J�
�v��
�$,e��VRP�%Q7
����������KR�"'$�>
"��7��"�$%
V��"A��<29N"g�*
�e�"b�F"'R�"�$%
��#�� ��F"'$�RV
V�,���
�7� ��Q7
��X�����\(7����EG+*��Q7"
���P(���"'�P"��]�,
�����������E2��Q7"!�P"5�,Q��46���3������5���764����>*��Q7"!�5�
����"'�5�������v���P�,Q�"o�*
Vr4���!��� ����e
"�����Q��K�46vRV
�����"�3#
��76���Q7"
(#�
�,�F�� ��������W+o��E#����64"�$�Z["A�W�,���*
�������> 'A<29L"X�������7�F��$%
V�,"J����$D�,"'�%Q����Yq]��"'�D�
�\��"�R
"�$%
��K64�ki#"'$�"'�
��"�r�
��P(���"'�'3������5���764����>
�
��"o���]R
����RK����>�
*$�"A
��26�
V�%
.�F"��'<@9N"m�����7������64"o���7$�(7
�(�"'$� K+_�P
�eK����>��F�
�\"o�7�7
����� 7��"�$,RV
V�,���
�7�X$,"��Y
V������>*�,�
�,Q�"�"�u*����"'�]� ���P(���"��P"'�
�%
V�,���
�.��EB���7$ �P"5�,Q��46��	
��76P K+\�����P(7
�$�����>T���7$ (�$,��(#�
��"'6P�����m����
��������.�,�%Q�"��P"A�)IX�t�,Q
�,Q�"T$�"FUW"'�5�������_��
��\(7������>P�P"5��Q7�K6k<

{JQ�"m�F"��@��ED��"'�\(#"�$%
V�,��$,"'�'3��5�
�! �����"A6�IX����Q^��Q�"'��$g
��,�F�4�5�Y
V�,"'6�I	"'��>
Q]�,�'3�64"���"�$,�P���7"T��Q�"!(�$��
 7
� 7�����t�W+l��Q7
��

.������>���"o$,������ED��Q7"o(�"'$FEG"A�H�b�F���!���Y
V�,���
�^���%Q7"��P"o64"'�,�5$,�� �"A6_��������>
��$,�t�,Q�� �7< }P(�$��VRK�Y64"'��
*$�"A
������,
V�,���
�lEG$,���
�,Q�"!�5�
��6_64�Y�F��$,�� ����������k< '  KR]�������F��+�3�IM"TIM�����Y6v����e�"b�,�.�*
�e�"g�,Q�����(�$,�� 7
� ��������W+�
��@Q���>
Q�
��X(#�
�,�F�� ���"o
��76v�,Q��Y�
�'
��  �"^

�%Q���"'R�"A6  K+ Q7
SRK����>N

�*�F�*
����@
 ��"5�*��E���"��P(#"�$%
V�,��$�"A�*
��P(#�
�,�F�� ���"�< ij�*���*����"A
�$PEG$,��� "Aq]�7
V�,���
�7�
a %�h�
��76 aWf��KhX�,Q7
V�TIXQ�"'� % � �wf�3#��Q7"\RV
�����"\��E	"�(7���������L���b64"���"'$��P����"'6�"��]����$�"'��+� K+_�,Q�"!�,$,
��7���t�,���
�^EG$,��� 

�����7>���"��,"��P(�"'$,
�����$,"@�l���s� c < �4��(�(#�
��"��,Q7
V�M��Q�"g�P���7���P�Y�F����>\RS
����7"����LaFf��]h �Y��aC��"O�7h�� a���� � � "t��� � � h534�F�m��Q7
��
')� e/��ac��� � � "O� c hO� �Va���� � � "t�B|t��� � � h5<mijE ��� � � �� �/��aG�[< "
<�3k��Q�"*�5�
��6L64�Y�W�,$��� ��4�,���
��hH3B�,Q�"�� 'o�'
��� #"P�����5$,"'
���"'6^ ]+
$,"��P�VRK���7>	��� � � EG$��
� 
*<_�K���P����
�$���+�3��tE<��� � � �K�/�V3���Q7"��N��Q�"l"5r4���F��"'�7�5"*��E	�,Q�".����Q�"'$T��"'�\(#"�$%
V�,��$,"'�bIX����Q����
 Q7
��m��� 
bin"'�5�\��(#��� ��Q�"v>�"'���P"5�,$��Y�l6����F��$,�� 7�4������� EG��$ "o<p{JQK�7��3���Q�"A�F"_
�6�6��t�,���
�7
��	��"'�\(#"�$%
V�,��$,"'�\�*
S+

������* �"!$�"'�\�VR
"'6lEG$��
�h
 �������5"b��Q7"�+v��"'��"'�,��
�$�����+�64"'��$�"A
���"��,Q�"o(�$,�� �
� ��������W+.�,Q7
V����Q�"!
���>
��$,�t�,Q�� $,"5�,��$����@

$,"'
����Y��
��������vEG$,��� �,Q�"m�����Y6�64�Y�W�,$��� ��4�,���
�k<X{JQ]����3#IXQ�"��7"�R�"'$ % � � f
3���Q7"!�P�
�F��"5u.����"'�
��EG��$,IM
�$,6v�F���!�7��
��������
�,�%Q�"��P"A�X�5���P(�$,�Y�F"A�	�
����+.�WIM�!�,"��P(�"'$,
�����$,"'�'&D��Q7"TQ����@
���6l�,Q�"o�5�
��6v64�Y�W�,$��� ��4�,���
�k<

07��$X�,Q�" % � � fo��
���"TIX����Q����7��+l�WI	�P�,"��P(�"'$,
�����$,"'��
��X
� #�VR�"
3�IM"o��
���64��$,"'�H�,��+v�5�
�\(�
�$,"��,Q�"o"�u*����"'�7�5+
��Ek����$M���%Q�"'�P"@IX�t�,Q*��Q�
V�	��En��Q�"��7�F��
��#$�"FUW"'�H�,���
�.��
��P(�������>!�,�%Q�"'�\"��7�F����>\64$,
SI@�)EG$��
� �,Q�"�Q����M64�Y�F��$,�� ����������
�,�*�� 4�%
����v$,"'
����Y�,
V���������MEG$��
� ��Q�"m�5���Y6v����"
< {JQ�"o>
"���"'$,
��B$�"FUW"'�5�������_��
��\(7������>.�,�%Q�"��P"T(�$,�4�5"�"A6��X
��XEG�������VI@�'<
� ��R�"'�v
P64"'�7�F���W+ N�EG$��
� IXQ��Y�%Q�IM"bIX����Qv���P�� ��,
����_��
��\(7��"A��34IM"T��
��v���7�W�,"'

6�64$%
SIO$,"'
����Y��
��������7����� "i$'$&$'"t� �
EG$,��� �����P"l����Q�"'$m64"'�7�F���W+ � 
��76 

���5"'(4��� �g
��\
^$,"'
����Y��
��������NEG$,��� N IX�t�,Q (�$,�� 7
� ��������W+�NDa�� �[h*9;
 � �naC� �~h��
IXQ�"'$�"�� � ����( � NDa���h*9 �Ba��)hH<.?�"�$,"m�,Q�"*�F�7(�$�"'�!���s�!�7�F�T �"P�%
�e�"'�L�VR
"�$���Q�"*�7�����
�L��E �,Q�".�F�7(�(��
$F�%�b��E
N 
��76 �#<�i��p��Q�"v�5�
�
�,"5rK�!��EX��Q�"� �"��,
^"�r�
��P(���".��E��K"A�H�,���
� -�<�f*IXQ�"�$,".�,Q�"lQ7���m64�Y�F��$,�� ���������� �Y�!�7���tEG�
$��
�
�5
 ;d"'f��j3k�,Q�".$,"WUW"'�5�������p�,
��P(�������>^�,�%Q�"'�\"*���F����>�������EG��$,�z64$,
SI@�g�,�^��
��P(���"PEG$,��� ��Q7"* �"��,
7a ��"��5hT6�"��7���t�W+
Q7

��
��^
��'�5"�(��,
����5"o$%
V�,"o��E�PV<g{JQ�"�$,"5EG�
$�"
37�,Q�"!"�r4(�"A�H��"A6��K���! #"�$g��E 6�$,
SI@�J�,�l�
 4�,
�����
l�F����>���"!$,"'
����Y�,
V�������
EG$,��� N^Q7
��X
\>
"����P"���$,���g64�Y�W�,$��� ��4�,���
��IX����Q_�P"'
��Lf 9 PV<){JQ��Y�@��
��l #"o�5�
�\(�
�$,"'6.IX����Q_"�rK(#"'�5��"A6��K���m �"'$X��E
����"'$,
��������7� � �:/�a�P�jLfAh(9 P��`/0j_/ 9 P	�7������>b�,Q�"@(#"�$�EG"'�5� �F���!���Y
V�,���
�*���%Q�"'�P"�<D{JQ]����3
��Q�"X$,"WUW"A�H�,���
�P�,
��P(�������>
�,�%Q�"��P"b�Y�X�P��$,"g"�u.�5��"��]�J��Q7
����,Q�"T(#"�$�EG"'�H�������!���Y
V�,���
�v�,�%Q�"��P"b�����,Q��Y�@��

�F"
<

9xQ�"'� IM"*�,
�e�"*�,"��P(�"'$,
�����$,"'�!IX�t�,Q 64�Y�GUW�
���]�m�F�,
��������7
�$�+N64�Y�W�,$��� ��4�,���
�7�o���p��Q7"l #"5�,
�"5r�
��P(���"*�,Q�"lQ����
64�Y�F��$,�� ����������L�'
��L���������7>�"�$g #"m�7��"'6L
��b
.$,"WUW"A�H�,���
�L�,
��P(�������>_64"'�7�F���W+�3k�����7�5" � � �O<o?@�VIM"�R
"�$A3������,Q��Y�
�'
���"!�,Q�"P(�$��
(��]��
��26�"��7���t�W+����F"A6^�,����(n6�
���")-pIXQ�"��L�P�VR]����>�EG$��
� ��Q�"*�����Y6^�,�l�,Q�"PQ����o64�Y�W�,$��� ��4�,���
�L�'
��



28 Brooks, Fan and Rosenthal

 #".�7��"'6N���7�F��"'

6B<vi�� ��Q��Y�!�'
���"m�,Q�"l�F�,
��76�
�$%6N������EG��$,�sIM�����Y6 
�>]
����N #".�7��"'6 

�b��Q�"l$�"FUW"'�H�,���
�p��
��\(7������>
6�"��7���t�W+lIX�t�,Q��,Q�"o�,
��P"b"5u.�5��"��7��+�

�J �"�EG��$,"�<

{JQK�7��IX�t�,Q % �=� f�3J�,Q�"�$,"WUW"A�H�,���
�O��
��\(7������> 64�
�P���7
���"A�*��Q7"�(�$,��(#�
��"'6 (#"�$�EG"'�H�_�F���!�7��
��������O�,�%Q�"��P"
IXQ7"5��Q7"�$o�
$T�����b��Q7"l�F�7(�(��
$F�%�b��EM��Q�"*Q7���!
���6N�����Y6L6����F��$,�� 7�4�������7�!64�jin"�$A<l{JQ��Y�T�Y�b"'�,�F"'�]���Y
�����+^ #"'�'
��7��"*��E
�,Q�"!$,"'�F��$,�Y�H�������_�,Q7
V����Q�"\�%Q7
������!���W�g �"\
� ���"o�,�l�P�VR�"b�,�.��Q7"!Q����g64�Y�W�,$��� ��4�,���
�^IX����Q�����
l������>���"!�F��"�(L
��76
�,Q7
V�PIXQ7
���"�R
"�$m(�$��
(��]��
��	64�Y�F��$,�� ���������� IM"l���F"����L�P
�e�"l��Q��Y�m��$%
��7���t�,���
� ��
�� 
���IJ
S+K�! �"v�P��$,"l"�u*����"'�]����+
���F"A6�IX�t�,Q����L
*$,"WUW"A�H�������L��
��\(7������>��,�%Q�"'�\"
<�?��VI	"'R�"�$A34�,Q����g��"'"'6��7���� #"o�,Q�"P��
���"o��E IM"o 7
���"!�
��$�(#"�$�EG"'�5�
�����!���Y
V�,���
�v�,�%Q�"��P"b���8% � .`fT�F��"'(l�,$,
��7�F������������<

= "�����$,������>o�,�!�
��$  #"5�%
o"5r�
��\(7��"
3]����(�(#�
��"@IM"@�,
�e�"C��� � � f��F�o��Q7
�� ��Q7"g�����Y6*64���F��$,�� ��4�������l���M�F���P(���+
�,Q�"P�W�%
��76�
�$,6^������EG��$,�v3k
��76��%
�e
"�3B
�������$gQ����b64�Y�F��$,�� ����������k3n�,Q�"P������EG��$,� ���:
 ;d"'f79�/b�[<T�K��(7(��]�F"P
��Y�F�l��Q7
��
EG�
$����7$) �"��WI	"'"��4Z[��"'�\(#"�$%
V�,��$,"J��$%
��7���t�,���
�7�DIM"X��(#67
V��"@��Q�"��F�,
���"XRV
�$,�Y
� ���" -. K+m�,
��P(�������> � � K 
&n � 9�/ " � 9�/ �

��76!��"5��������> � o a.-I"��2|O�m"O� f h�� -�j �2<�ijE � 6 f�3S�,Q�"X�%Q7
����m�'
��������2�P�VR
"M64��$,"'�H�,��+b�,�g��Q�"JQ����D64�Y�F��$,�� ����������mEG$��
�
"'R�"'$�+v�W�%
V��"\
��76��F��'@� ;PEG��$���Q7"lf5Z��F��"�(_�,$,
��7���t�,���
�^���%Q�"'�P"�<�?��VI	"'R�"�$A37��E�IM"!���]�
ev
��@��Q7"\����$,$�"A�F(#���76�����>
/VZj�F��"'(v�,�%Q�"'�\"T���\��Q7
��,'X���X��Q�"o���*
�����"A�W�X(�$,�� 7
� ��������W+*��E#UW���P(�����>PEG$��
�w
��K+KIXQ�"'$�"����P�,Q�"TQ�����6����F��$,�� 7�4�������
���v"5r�
��5����+P�WI	�m�\�VR
"'�'3]��Q�"'��IM"����76.�,Q7
V� '�� f79
�7<D{JQK�7��3K�,Q�"o/SZ��W�,"�(v���%Q�"'�P"�IX�����nIM��$,ePIXQ�"�$,"��,Q�"Pf5Z��W�,"�(
�,�%Q�"'�\"_64�K"'�m�����'< i�� 
�6�64��������� 3 ��"'�t�,Q�"�$\��Q7"�Q����.64���F��$,�� ��4������� ����$m��Q7"v #"5�WIM"�"'�4Z[��"��P(#"�$%
V�,��$�"�(�$,��(#�
�,
��
6����F��$,�� 7�4�������x��
��  �"��7��"'6 �,� �5�����W�,$��7�5�l
 $�"FUW"'�5������� ��
��\(7������> �,�%Q�"��P"�<`{JQ����.IX������
���IJ
S+K�\ #"���Q7"^��
���"
IXQ7"���IM"\Q7
SR�"!6����F�����7�H�o����(�(#��$��,�g
��76��7��"\
l$,
��764���\ZjIM
���e��W+K(�"\(�$,��(#�
�,
���EG��$���Q�"\ #"5�WIM"�"���Z~�,"��P(�"'$,
�����$,"
�,$,
��7���t�,���
�7�X
��M�*
S+. #"o�5���P�
�����_(�$,

�H�,����"�<

���_

6�64���������7
��B
�64RV
��]�%
�>�"���E��,
�eK����> % � .`fb���	��Q�
V�X������Q7"o��
��Y�5�7��
��������l��E 'XIM"g�'
��_
������VI �,Q�"T�%Q7
��������
�*
�e�"��7��" ��E �F���]��"�$,�P"'64�Y
V�," 
M�,"��P(�"'$,
�����$,"'� ���T�,Q�" IJ
S+�EG$��
�`�,Q�" Q7���26����F��$,�� 7�4�������T�,�@�,Q�"	�����Y6T64���F��$,�� ��4������� 3

��76 
L>
�K�K6 �%Q��
����"���E��,Q�"'��"_���]��"'$��P"A64��
���"v��"'�P(�"'$,
�����$,"'��a~
��76 �5�
$�$,"'��(��
�764����> 64���F��$,�� ��4���������,h\�5�
���Y6  #"
"�rK��$,"��P"���+*Q�"���(4EG���[<�{JQ�"T
�6764�t�,���
����Ek��Q7"g"�rK��$%
m�F��"'(7�M��Q�$,���7>�Q�% � . fg
������VI@��Ed
�$X>�$,"'
���"�$ � "�rK�� ��������W+*���l�,Q�"
(#"�$�EG"'�5�@�F���!���Y
V�,���
���,�%Q�"��P"b
��76l$,
�(��Y64��+*���7��$�"A
���"'� ��Q�"gRV
�����"b��E 'A< ' �.�,Q�"b���,Q�"�$JQ7
��76B3]��Q�"T�'
��Y�5���Y
V�,���
�l��E
'b�Y�b��E �,"��N�5�����F�Y64"�$%
� 7��+_Q7
�$,64"'$g���_�5���P(�����"*
��7
���+]�,���'
�����+paG�
$b"�R�"'�� #������6^�,��>
Q
�,��+�h����^��Q7���b�P��$,"\>�"��7"�$%
��
�'
���"�32IXQ��Y�%Q �*
S+L�����P���!�,Q�"l(#"�$�EG"'�5�\�����m����
�������� 
���>
��$,�t�,Q��0� �T���F"�EG�����7"'�,�o��� (�$%
��H�,����".���]�����M�\�
$�"l"5u.�5��"��]�
$,"'�������,�X�'
��v �"o64"'R�"'���
(�"A6l���v��Q��Y�@
�$,"'
7<

��� 1�� ������)�	�
 ),+.)��
���
4 9L"���Q7
���e ��Q7"��
$�>]
����Y�F"'$!CD"5�,$��]����"�����
�(��
$F�%
��\
��76 
���� �,Q�"v(7
�$����Y�5��(7
��]�%�!��� �,Q�"
{X� = 9L�
$�e4��Q���(P�
�l�L�M�L� ���464"'�B�	Q��
����"�3]���v�K(�"��,��"'�'3 � $,"�"A�5"
3
���l�@�7>��7�F�J/�;�;�f
3VEG��$	�����F(���$%
V�������*$,"��Y
V�,"'6
�,�\��Q��Y�X(7
�(�"'$'<)9N"o
�$,"�>
$,
���"�EG���k
��Y�F�\�,� � "'�YiL�����%Q7�������'3���"A�F(#"�$@� ������"'$@
��76v9x���tEG$,��6 hb"'�76�
����k
����B��EDIXQ��
�
IM"�$,"JeK���76P"'�����7>�Qm���!64�Y�,�5�7�,��
���6\�����P�P"��]�����\�,Q�"@ 7

�F�Y�M��64"A
��)�7�764"�$,(�����������>T���7$�I	�
$�en<2{JQ�"J�7$%�W� 
��4��Q��
$


�%eK���VIX��"A64>�"A�k�,Q�"�����(�(#��$��)��E#��Q�" � h � ��>�����"�"'$�����>b
��76PC Q]+4�����'
��7�4����"'�7�5"A� = "'��"'
�$,�%Q*�	�������5�������764"'$�>�$%
��]�
�K���m �"'$@��0��V;
;���}�%K<D{JQ�"g��Q7��$%6_
��4�,Q���$@

�%e]�7�VIX��"A64>�"A�	����(�(#��$��JEG$��
� ��� � = � ��E��M
��7
�6�
7<



Perfect Forward Simulation 29

References

cM$�"'+�"�$A3 y <4�o<4
���6 � < ' < = �� #"�$��,�ba[/�;�;
;
h534�M
��,
���+]���Y��CD"'$FEG"A�H�X�K���m���Y
V������� <K{�"'�%Q7�����'
��n$,"�(#��$��'3 y 
�����
��F��"'$� ����R�"'$,���t�W+
cM$��4�%eKI	"'���[3J�o<J
��76 ��< hT

6�
���" a[/�;
;
/�h53XC�$%
��H�,���'
�� = "'>�"'��"�$%
V�,���
� EG�
$��L�M�N� �4���m����
��������k<M{ "A�%Q����Y��
��

$�"'(��
$F�A3��M
�$,��"�>
��"b��"�������� � ����R�"'$,�����W+
cM$��K��e4�'3
�n<]CD<�aWfA1�1
8
hH3]�^
�$,e��VRm�	Q�
����.�����]��"b�M
�$,���o��"���Q��46*
��76P�t�%�	��(�(������'
V�,���
�k< ��� � � � � � �$g � �.& ����� ��� 3

-�1��nf';
;

cM$��K��e4�'3]�n<KCD<�3 ��<]�!<4�M
��,�%Q�(#����"�3Kcg< ��<]{b<K���
$�>]
��.
���6.�n<7��<]cJ
�$,$,+�a~/�;�;
;
hH3 ' �*��Q7"gcJ
S+�"A�F�Y
��P�@��
���+K���Y�
��E = ���7>�Z = "'���VR�"�$,+ ��
��,
7<�� � d�� ���,f �.&�g��	�k371��4f
�K1���-

cM$��K��e4�'3	�n< CD<�3 ��<��o<M�M
��,�%Q�(#����"�3Mcg< �7<�{b<��^��$,>

�� 
��76 �p< ?�
�$,$��Y�_a~/�;�;
/
hH3McM
S+
"'����
�� ��"���Q��46��\EG�
$
�@�7
���+4������> = ����>
����> �g
V�%
�<��;dbe;f � �
	�d # � 
 
 	���� � �����
� �$g � �.&�g �	
 3Bf'8�%��4/�;�-

cM$��K��e4�'3 �n<�CD<�3 CD< � ����64�����@
��76 � < ' < = �� #"�$��,�_a~/�;�;
}
hH3 �)u.�5��"��]�l�	���7�F��$,�7�H�,���
� ��E = "�R
"�$%�F�� ���" �
���P(
C�$,��(#�
�,
������Y�W�,$��� ��4�,���
�7�TaGIX����Q�64�Y�,�5�7�,�F�����#hH<��;dbe;f � � 	�d # � � ���Cd�%!� 	������
� �$g � �.& � 	 �/d�& ����� % ' � ��f ����g �����k3
}�� ���

cM$��K��e4�'3k�n<kCD<B
��76 � < ' < = �� #"�$��,�*aFf'1�1
8
h53����Y
�>��7�
������>^�	���KR
"�$,>�"����5"o��EM�^
�$�e
�VR��	Q7
���� ���
�
�,"*�M
�$����
�@��>���$,����Q��*�'< �����
� �$g � �.&�g���� � � d���
/e � �
� ���k3�}7f'1��4}�}��

cM$��VIX����"�3���<�3��m< = <#�@�76�"�$%�F�
�k31hP<7CD<7cM��$,��Q7
��w
���6��m<#�B< = �
 7�F�
�NaFf'1
8���h53 �����
� �$g � �.& �
	 � ��# ��f � �'& � #Sf d �� ��� �
��� � & d � ��f %�� �
����� ��� � � �
$Sd
d �n< � ������"'6P�]�%
V��"A� ��"�(�
�$����P"��]�D��E4��Q7"	i��]��"'$�����$A3V02����Q!
���6o9x����64����EG"
�K"�$,RK����"

�	Q��� k3��n<7
��76 �@< � $,"�"��K #"�$,>vaFf'1
1���h53 � �76�"�$%�W�%
��764����>\��Q7"o��"5�,$��
(��
���Y�WZ�?�

�W�,���7>
�M�@��>���$,����Q��_<,��� ����� ��f �
�.&���� � � � � �$g � �.& ����� ��
 3�}]/�%��4}�}��

�	�VIX��"A��3K�p<;hP<4
��76 �7<��n< = �]�F"'�
�,Q7
��DaWfA1�1
8
hH3K� �F���!���Y
V�,���
��
�(�(�$,�

��%QP�,�m�����KR�"'$�>
"��7��"@$,
���"A��EG�
$M�^
�$�e
�VR
�%Q7
����v�^���]��"m�M
�$����\
���>
��$,�t�,Q��*��<5� � � � �$g � �.& g � � � �?d ��
�e � �
����� 3Bf�f ���#fS/
�

��"'���Y
�(#��$��,

��3MCD< 
���6 ��<���< 0��
$,�F��"'$^aWf'1
1�1]hH3	��
�$,e��VR �	Q7
���� �����]�,"L�M
�$,���p���464"'����"���"'$��P���7
V�,���
� EG�
$
?@��"�$%
�$%�%Q����'
��B
���6 � $%
�(�Q7���'
�� y �
>�Z y ����"'
�$M�^�K6�"��Y��< � � d � ���,f � ������� 3�-�f ���K-
}�}

���K�
 k3��7<7iH<kaWf'1���}]hH3 ����d�& �#� g � �.&4� f d�& � gSg���g�<�9x����"'+#&���"�I ����$,e

���
�7��3 = <�3 ��<4������������"'�X
��76���<7�n< = �
��"��]��Q7
��)a~/�;
;
/
hH3"!��7
��]�,�t�%
V����R�"o�	���KR
"�$,>�"����5" = 
V��"A�MEG��$Ji���Q��
�P��>�"�Z
��"��
�7�X�^
�$,e��VR��	Q�
����7��<�{�"'�%Q7�����'
��B$,"�(#��$��'3 � ����R
"�$%�F���W+.��E2{���$,���]���

��Q���"�$%�'3 = <��n<�
��76\�n<�CD<VcM$��K��e4�Ma~/�;�;�fShH3V���464"'� � �7��"�$��,
����]�W+T���mi��]��"�>
$,
���"A6!� = �^� C�$,�K��"'�,�F"A��<A{ "A�%Q����Y��
��
$�"'(��
$F�A3 � ����R�"'$,���t�W+l��E)�M
��! �$,�Y64>�"

07
��k3��m<B
��76L�n<BCD<#cM$,�]�
e4�!a~/�;�;
;
hH3ncJ
S+�"A�F�Y
��^���464"'��������>l��E C�$,"�Q��Y�W�,��$,���\�	��$, �"'����"'6 �����P"A��<#�;dbe;f � �
	 d #
�
�#���<d�%!�
	 �����
� �$g � �.& �
	 �/d�& ����� % ' � ��f ����g�� ��
 3�}�}
1��K}��
�



30 Brooks, Fan and Rosenthal

02�����[3
��<n�o<DaWf'1
1�8]hH3�����i��]��"'$�$,��(4�%
� ���"!����>
��$,�t�,Q�� EG��$ ��r�
��H�b�4
��P(������7>lRK��
��^
�$,e��VR_�	Q7
����7�'<���� � �
	 g�d #
� 
 
 	���� �)� f d
$ � $ ��	�����% �k3BfA}�f �nf'-]/

02�����[3 ��<D�!<�3M�p<)�^
��%Q7��6�
73$�m<��7<)����$%64�4�%Q 
��76 ��<��n< = �]�F"'�
�,Q7
��ba~/�;�;
;
hH3 �)rK��"'�7�F����� ��Eg02������� �m(#"�$�EG"'�5�
$�"FUW"'�5������� �,
��P(�������>L
���>���$,����Q��s���^>
"���"'$,
�� �%Q7
����7�'< � � � �`d � ��� f e�&��,e;f ��g � � � � 	 �Edbf ��� � � g 2 � 3�/�1�;��
}�fA-

0�$,"�"'�*
��k3n�n<#�!<#
��76�cg< ��<#{b<#����$,>

��paWf'1
1
/
hH3�� ���464"���������>v�]��$%
V�,"�>�+lEG��$ = "'���VR�"�$,+ �g
V�%
PEG$,��� c	��$%6��
= ����>�"A6v

�J�@"'�F��������>
�'< � � d � � � f �.& g � � 37/4f %��4/�}��

� "����*
��k3
�o<�
���6 �m<�cg< = �� �����aWf'1
1
/
hH3V�O�K����>���"J�4"�$,��"A�2EG$��
� ��Q�" � �� � 7� �4
��P(���"'$)C�$,�VR]�Y64"A��
g07
�����"@�K"��7��"
��E)�K"'����$����W+�<Ki�� �7<4�p<�cM"'$��7
�$,6��73��7< ' <4cM"�$,>�"'$'3K�o<�CD< �g
SIX��6�
��76v�o<�0M<��p<7�4�\����Q aG"A6��'< h53 � � %!� g �����
�����
� �$g � �.&�g � 3�(7(k<7-
/����4-�}�f
3
��"�I ����$,e#& ' rKEG��$%6 � ����R�"'$,���t�W+�C�$,"'�,�

� "�+
"�$A3K��< �7<#aWf'1
1�;]hH3 = "�IM"���>�Q]������>o���
�
�,"g�M
�$,���o���trK�,��$�"A��<]{ "A�%Q����Y��
��7$,"�(#��$��'3 � ����R�"�$%���t�W+\��Ek��������"A�F���,

� "�+
"�$A3]��< ��<�
��76 �@<��!<
{JQ��
�P(7�F�
��aWf'1
1��
hH3�������"'
�������>o�^
�$�e
�VR\�	Q7
����*���
�
�,"��M
�$,���TIX����Q.��(�(������'
V�,���
�7�

���.���7�5"A�W�,$,
��Bi��4EG"�$,"��7��"�< �;dbe;f � �
	�d # �
�#� ��� ��f �.&���� � � � � �$g � �.&�� 	5��gSg�d�& ��� � � d�� 
�� 3�1
;�1��41
/�;

� $,"�"�� 3DCD<��7<JaWfA1�1���hH3 = "'R�"�$%���� ���" �
���P( �L�M�L� �	�
�P(��4�,
�������� 
��76pcJ
S+�"A�F�Y
��p���464"'�M64"���"'$��P���7
V�,���
�k<� � d�� ��� f � �!� � � 3�%Kf
f �#%V}
/

� $,"�"�� 3DCD< ��<2
��76 �!<)���7$,64�4�%QOaFf'1�1
8
h53 ��r�
��H�P�4
��P(������7>^EG��$\cJ
S+�"'���Y
�� i��4EG"�$,"����5"�&.{��VIJ
�$%6�� � "���"'$,
��
C���$,(#�
��"g����>
��$,�t�,Q��*��<4i�� �7<��p<�cM"�$,�7
�$%64�73 ��< ' <�cM"�$,>�"�$A34�o<�0M<7�p<#�K�P�t�,Q_
��76v�o<7CD< �g
SIX��6NaG"A6��'< h53� � %!� g ����� � � � � �$g � �.& g �k3 ' rKEG��$%6 � ����R
"�$%�F���W+lC $�"A���

y ���764RV
����[3�{b< aWfA1�1]/�hH3 � � & � e;f ��g d�� � � � � dYe�
 	��
� � ����� �3d �n<�9x����"'+

y ���k3 ��<n�n<B
��76L��<B�4
� 7
��F�,�JaFf'1
1�1
h53n�4���m����
���"A6��K���
�,"�$,���7>7&@�^
�$�e
�VR��%Q7
������^���]��"*�M
�$,���.IX����Q �K(7

�5"'����E
� 
�$,+K����>������\"'�7�����
�k<�i�� ��<�� <#cM"�$,�7
�$,64��37�o<#0M<#�p<n�K�P�t�,Qk3B�o<#CD< �g
SIX��6^
��76 ��< ' <�cM"'$�>
"�$oaG"A6��'< h53� � %!� g ����� � � � � �$g � �.& g �k37(�(k<�}�8�1 ����f��73 ' rKEG��$%6 � ����R
"�$%�F���W+.C�$,"'�,�

�^
�$����7
�$,�[3 �@<�
���6 � <�C)
�$��Y���naFf'1
1
/�h53��K���!���Y
V�,"'6P{ "'�P(�"'$�����>7&2�x�@"'I ���
�]��"��M
�$,���T�4�%Q�"'�P"�<�� e;f d 
 �0% g �.& g
	 ��� ����fSg 2 
 3 � �4f � ����8

��"'+]� 37�n<7CD<�
���6 = < y <�{JIM"�"A64��"*aFf'1�1
}
h53 ���Yf �_d �0�!�#�
�
�1g�� � � ����d�& �#� g � �.& �����
$���	�����%7<n�K(�$,����>
"�$�Z � "'$��Y
�>

��"'+]� 3��n< CD<B
���6 = < y <k{JIM"�"'6���"�aWfA1�1!�]hH3��	�
�P(��4�,
� ���"PcM�
���76��gEG�
$T>�"��
�P"5��$,�Y�P�	�
�]R
"�$,>�"'�7�5" = 
V�,"'�b��E
�^
�$,e��VRl�	Q7
�������<5��� � � 	 g d #�� 
 
 	���� � � f d $�� $ ��	 ��� % � 3�1
8�f �nf';7f�f

��������"�$A3��7<�
��76 � <?hP<)�����%Q��
���Y�_aWfA1�1�1]hH3�CD"'$FEG"A�H�.�K���m���Y
V������� EG��$.�4
��\(7��"�ZjcJ
���"'6 i��4EG"�$,"��7��"�<){�"'�%Q����Y��
��
$�"'(��
$F�A3���
��� #��$,> � ����R�"�$%���t�W+

����$%64�4�%Qk3��!< ��<#
��76^CD<
�7< � $,"�"�� aWf'1
1�8]hH3 �)r�
��5�g�4
��P(�������>lEG$,��� 
v�	�
�]�����]�7���7�b�]�,
���"P�K(7
���"�< ��& � � �
���

� � � ����� �;dbe;f � �
	�d #������
� �$g � �.&�g � �k3 �
8�} � ��;
/

��+KeK��
��76B3 CD<�3 y < {J��"'$��7"�+�
��76Lcg<����xaWfA1�1���hH3 = "�>
"���"'$,
������������ �^
�$,e��VRL�	Q7
����p�4
��\(7��"'$,�'< �;dbe;f � � 	 d #
�
�#� ��� ��f �.&���� � � � � �$g � �.&�� 	5��gSg�d�& ��� � � d�� 
�� 37/�}�}���/
��f



Perfect Forward Simulation 31

�@"A
��[3 = < a~/�;�;
;
hH3��K���Y�5"o�,
��P(�������>�<�{ "A�%Q����Y��
��B$�"'(��
$F�A3 � ����R�"'$,���t�W+l��E2{���$,���]�,�
�@"A
��[3 = <n� <DaFf'1
1�}
h53BC�$,�� 7
� ������Y�W�,���T���4EG"'$�"'�7�5"\�7������>v�^
�$,e��VR^�	Q7
������^���]��".�M
�$,���l�\"���Q��46��'<B{ "A�%Q����Y��
��

$�"'(��
$F�A3!��"'(7
�$����P"��]�T��E@�	���P(��4�,"�$o�4����"'�7�5"
3 � ����R�"'$,�����W+v��EM{���$,���]����3B{ "A�%Q����Y��
�� = "'(��
$F�o���7< � = � Z
{ = Zj1
}VZ%f

�@�
$��*
�� 3 � < ��<2
��76 � <��n<)02���������VRxaWfA1�-�1]hH3Di��KR�"A�W�,��>]
V���������T��E�C Q7
���"l{�$,
��7���t�,���
�7�o K+p
����
�]��"_�M
�$����
��"5�,Q��46B<	��� � �2�#� ��
#��f �
� e;f � � 37/4fA-���/�/�/

�@���P�P"������k3 ��<7aWfA1�8!�]hH3�� � � ��f �
	 � f f � �Ye�& ��$�	 � � �bf �`d�� � � � �
�3g ��� ����d��#��� � ���
� �!� ��� 
#��f � ��dYfSg�<]�M
��! �$,��6�>�"� ����R�"'$,���t�W+�C�$,"'�,�
C�$,"'�F���
�k3���< ��<kaWf'1 %!%�hH37�K(7
����Y
��k 7��$���Q4Z�64"A
V��Q_(�$,�4�5"A����"'�'< � e 	�	 ��� �
� d # �
�#� � �#����f � �
� � d � �
	�� � � � �$g � �.&�� 	 � �1g � ���

�,e ��� � �k3�} %Kf �4}�17f

C�$,��(�( 3 ��< � <B
���6 �!<ncg<n9x���Y�F�
� aWfA1�1
-
hH3 �)r�
��5�g�4
��\(7������>lIX����Qp�	����(7��"A6^�^
�$,e��VR��	Q7
����7�g
��76���(�(����tZ
��
V�,���
�7�M���l�K�,
V�,���F���Y��
��k��"'�%Q�
����Y���'<"� ��� �_d�� � �,f e�&�� e;f � g�� � � � 	 �Edbf ��� � � g 
 37/
/�}���/!�
/

= 
VE �,"�$,+�3 �!< �@<)
���6 �n<)�p< y "�IX�Y�_aWf'1
1
/
hH3 ?��VIw�^
��K+pij�,"�$%
V���������!��� �,Q�" � �� 7 7�*�4
��P(���"�$�� i�� �7<�� <
c	"'$���
�$%64�73)�o<)0M<)�p<��K�P�t�,Qk3 �!<DCD< �g
SIX��6 
��76 ��< ' <DcM"'$�>
"�$lad"'6��'< h53 � ��%!��g ����� �����
� �$g � �.&�g �	3�(�(k<
%V-�} � %�% �73 ' rKEG��$%6 � ����R
"�$%�F���W+lC $�"A���

= �Y�%Q7
�$%6������k3V�n<S
��76oCD< ��< � $,"�"���aWf'1
1�%�hH3 ' �!cJ
S+�"'���Y
��T�@�7
���+4����� ��E7����rK����$,"'��IX����Q!
�� � ��eK���VIX�m�@���m �"'$
��E �	���P(��
��"��]�%��< �;dbe;f � �
	�d # �
�#���<d�%!� 	 �����
� �$g � �.& � 	��/d�& ������% ' � ��f ��� g�� � 
 3�%�}�f �#%V1]/

= �� #"�$��,�'3 � < ' <4
��76 ��<4�B< = �
��"��]��Q7
���aFf'1�1
-
h53 !��7
��]�����,
V�,��R
"�cM���7�76�� EG��$@�	���KR�"'$�>
"��7��" = 
V�,"'�M��E2�	�
�
�,����Z
�����7�X{J���P"o�^
�$,e��VR��	Q�
����7��< � 	 � & � f d ���.& �;dYe;f � �
	�dbf�� f d $ �
$���	���� % 2 3 f �4/�f

= �� #"�$��,�'3 � < ' <A
��76 �7<S�n< = �
��"��]��Q7
���a[/�;�;]/�
]hH3S{JQ�" CD���Y
�$2�K���Y�5"J�4
��P(���"�$A< � ��d�& � � g � �.& �\d ��� 	 g 2 �k3�/!��%���/�8�;

= �� #"�$��,�'3 � < ' <�
��76 ��< �n< = �]�F"'�]��Q7
��ba[/�;
;
/V #hH3M�4�P
����@
��76 C	�F"'�764��Z��K�*
����@�K"��,�\EG��$.��
�$,e��VR �	Q7
����7�'<
����d & � �bg � �.& �\d ��� 	 g 2 � 3BfA/4f
�#f ���

= �� #"�$��,�'3 � < ' < 
��76 = < y <2{JI	"'"'64��"�aWfA1�1
-
hH3 �)r4(#����"'�
�,��
��J�	�
�]R
"�$,>�"'�7�5"\��E y 
���>�"'RK��� ���jin�7�����
�7�!
��76
��Q�"'��$����Y����$�"���"T�@(�(7$��Sr4���P
��������7�'<�� ��f �/dbe 	�	�� � 37}!�7f
�K}�-
}

= �
��"��]�,Q7
��[3 ��<��n< aFf'1
1�}
h53 = 
���"A�T��E��	���KR�"'$�>
"��7��"!EG�
$ ��
��,
�����>��P"��]�%
V������� �
� 02��������"��4
��P(���"l�4(7
���"'�'<
����� � 	 g�d #��,
 
 	 �����)� f d $ �
$���	���� % � 3�8�f'1 �K8
}�1

= �
��"��]�,Q7
��[3 ��<��n<7aWfA1�1���

h53���������$,� �A
V�,���
�P�	����64�t�,���
�7�)
���6*�	�
�KR�"�$,>�"'�7�5" = 
V�,"'�2EG�
$��^
�$,e��VRm�	Q7
����P���
�
�,"
�M
�$,����< ��dYe;f � � 	�d #�� � ����� ��f �.& � � �����
� �$g � �.& �
	5�6gSg�d�&����
� � d � 
�� 3#�!��8 � ��-�-

= �
��"��]�,Q7
��[3���<'�n<]aWfA1�1��� �hH3 = 
���"'� ��E7�	���KR�"'$�>
"��7��"2EG��$ � �� � 7�2�4
��P(������7>XEG��$ � 
�$��Y
����5"	�	���P(#����"'�]�����464"��Y�'<
����� � 	 g�d # � � � � �$g � �.& g � � 3 %
�
;��#%V-7f

= �
��"��]�,Q7
��[3 ��<��n<BaWfA1�1�-]hH3K�@�7
���+4�����	��E ��Q�" � �� 7 7�X�4
��P(���"�$	EG��$X
o�P�464"'�#$,"��Y
V�,"'6P�,� �]
��P"A�WZW�]��"'��� � �F�����P
�Z
����$%�'< �����
� �$g � �.&�g���� � � d���
/e � �
� ���k37/�-�1���/�%!�



32 Brooks, Fan and Rosenthal

9x���������k3��m<Vcg<Ka[/�;
;�;
h53V?@�VIp�,�g������(���"	EG$��
�`�,Q�"J(7
��F�����F����>b
�$,"'

6KZ[�
�7�5"	�F�
��$,��" ��E7$,
��764�
�\�7"'�,��<�� � � �_d��
��� f e�& � e;f ��g ��� � � 	 �`dYf ���
�%��g 2 �k3�8����#f
f'}

A. Connection to Convergence Rate Estimation

�4�P
����2�F"��,����
��� #"!���F"A6_���.(7$��VRK�Y64"$� 
�f � dbf ��q
��
��]�����,
�����R�"�37��Q�"'��$,"5�,���'
��  #���7�76��@�
�_��Q�"\�5�
�]R
"�$,>�"'�7�5"g�����P"
��E2�^
�$�e
�VR.�%Q7
����7�M�,�P�F�,
��������7
�$����W+�34

�JI	"b���VI 64���,�5�����'<�{JQ��Y�J���X$,"���"�RV
��
�J�,�\�
��$@�F���764+����v�,Q�$�"'"bIM
S+4�'<

02��$,�F����+�3�IM"X�F"'" �,Q7
V�D�,Q�"J�]�7�! #"�$D��En�^
�$,e��VRb�%Q7
����\�t�,"�$%
V��������� $,"'q]����$�"A6o K+o�@��>��
$�����Q7� �7< }��Y�D64�Y�W�,$��� ��4�,"'6


� ��������� ��� M\P�a 'Hh5<^9L"��FQ7
����M�F"'". #"����VI �,Q7
V�A3)�F���7�5".��Q�"v�^
�$,e��VR��%Q�
����7�o�7��"'6  K+ �@��>��
$�����Q�� �7< }��,
V���Y�FEG+

v���7�tEG�
$�� �P������$,�Y��
�������� �5����64�t�,���
�LIX����Q (7
�$,
��P"5��"'$ ''3 ��Q�"*64�Y�F�,
����5"P�����F�,
��������7
�$����W+����T
������_>��
����>_64�VIX�
"A����"��]�,��
�����+*����e�" ������� � ��� M\P�a '%h5<�{JQ��Y�J���P(�����"A�M��Q7
��@�@��>���$,����Q�� ��< }m�Y� �F"5u.����"'�
� 
�34���l�,Q�"T�F"'�7��"g��E�$,"'q]����$�����>

g�K���m �"'$)��EB�^
�$,e��VRT�%Q7
����\�t�,"�$%
V�,���
�7�D��E���Q�"@�,
��P"J��$%64"�$)

�2��Q�"X�K���m �"'$)$�"Aq
�7��$,"'6!EG��$)�7���7
����^
�$,e��VRT�%Q7
����
�����KR�"'$�>
"��7��"@�,�.�W�%
V��������
�$,�t�W+
<

�K"A�5�
�76B3�����>
��$,�t�,Q�� �7< }�Q�
��2���P�5�
�P�\�
�!IX����Q\RV
�$,���
�7�������KR�"'$�>
"��7��"�$%
V��"J�F���764��"'�Xad"�< >7< = �]�F"'�
�,Q7
��nfA1�1���
�3
= �
��"��]��Q7
��Jf'1�1
-�3 �	�VIX��"'�g
��76 = �
��"��]�,Q7
��Jf'1
1�873'�����7� ��� �
	J/�;
;
/�hX��Q�"P��"'"'6������5�
�P(��4��"*
��P�����
$��Y�,
V�������
(�
�$%
��P"5�,"�$ 'A< � 
�$��������B��"A�%Q����Yq]��"'�	aG #����Q\
��7
���+]�,����
��76T�K���P"�$,�Y��
�� hn"'�\(7���V+
"'6g�����5���P(�����" '�EG�
$��5�
�KR�"�$,>�"'�7�5"
$%
V�,"\�F����64��"A��3k�'
�� 
��Y�F�� �"P"'�\(7���V+
"'6��,�����P(���"��P"��]�o�@��>��
$�����Q�� ��< }7<!{JQ�"P$,"'�����t�%�g �"'���VI EG�7$F�,Q�"�$T���764�Y��
���"
�,Q�"o�5�
����"A�H�������v #"5�WIM"�"��v�,Q�"b�WI	�P
�(7(�$��]
��%Q�"A��<

{JQ���$%6B3S��Q�"	�5���KR
"�$,>�"����5")$%
V��"��F����64��"A� (7$��VRK�Y64" �5�
�]��"5rK�kEG�
$�����>
��$,�t�,Q�� ��< }7<ki��764"'"'6B3�
@�]�7�! #"�$ ��E7
��4�,Q���$%�
Q�
SR�"�64"'$���R�"A6.���7�%Q.�5�
�]R
"�$,>�"'�7�5"X$%
V�,"� #�����767� IXQ�"'�.�,Q�"g���*
����#��"5�M��� UW�7�F�J
m�F�7 7�F"��	��EB��Q�"b�W�%
V�,"���(7
���"maG"
< >�<
�^"�+K�m
��76!{JIM"�"A64��"gf'1
1 ��| = �
��"��]��Q7
��nf'1�1���
7| ������� ��� � 	�/�;
;
/�h5< ?@�VIM"�R
"�$A3A��Q�"M�7��"M��E������m����
���"A6T��"'�P(�"'$�����>

������VI@�MEG��$�
P�\�����
$��Y��
����������5�
�764���������_�VR�"'$J��Q�" � ��� �8f �@�W�%
V��"m�F(7

�5"
37
��76_
*�
��"5Zj����"�$%
V�,���
���P������$,�Y��
�������� aG�[< "
<
IX����Q-%YF � fAh 
V�	��Q7
��'<�{JQ��Y� �Y�J
!64�Y�,
�64RV
��]�%
�>�"X���.�,Q7
V�J���7$ 'M�!�7�F�JI	�
$�emEG$��
� 
����#�F�,
���"'� �J<)?@�VIM"�R
"�$A3����M�Y�

mQK��>�"g
�64RV
��
�%
�>
"@������Q�
V�M��Q�"b$,"'�����t�,���7>m
���>��
$�����Q7�v3]����e
"��,Q�"�$,"'������������>P�5���KR
"�$,>�"����5"5Zj$%
V��"J$,"'�������,�M �"'���VIT3K�Y�
�m�7�%Ql����"A
���"'$'3]�����J$,"'q]����$�����>o"
< >�<]
 ��64$,�tE �J�5�
�764���������#
o���mEG��$%�5"X�,Q�"g�%Q�
����*���m�\�VR
"� 7

�%e!�,�!�,Q�"g�\�����
$��Y�F����>
���� 7��"5�A<){JQ���� (�$,�VR]�Y64"A�2EG��$F�,Q�"�$	���]�,���t�,���
�l
� #����� IXQK+m�����m����
���"A6\��"��P(#"�$,���7>o���	�F�!Q�"���(4EG�������l����>
��$,�t�,Q�� ��< }7<

{��m #"�>
���v���7$M�F���76�+*��E2�����KR�"'$�>
"��7��"X$,
���"g"'�F�����*
V������� 3]IM"b64"5�7�7"��,Q�" ��d � � 	�� �Yf ���
� � d � � �$g � ���'& �M �"��WI	"'"��
�WIM�P(�$,�� 7
� ��������W+*�\"A
�����$,"'� 6�aBA¢hJ
���6�)BaOA hX���_
\�F�,
���"o��(7
���" �_3�IX����QD�#Zj
���>
"� �$%
 � 34 K+

� 6�aOA h n )BaOA h � � �6� �F�7(
� ;�� � 6�aCJ�h�n )BaCJ�h �Q$

9N"o��Q7
����B �"T(�
�$����Y�5���Y
�$,��+*���]��"'$�"A�W�,"'6����_ #�����76�����>P�,Q�"o64�Y�W�%
��7��"

� 1  
�a���"t�7hQ"%A ��nE��aOA h � � � "
IXQ7"�$," 1! �
�aC��"O��� "iA¢hT�Y�T�,Q�"�64�Y�F��$,�� ����������p��EJ�,Q�"��%Q7
���� 
�E ��"'$!%p�F��"�(��oIXQ�"'� �W�%
�$���"'6p
���a���"t�7hH3�
��76p��aBA¢hT�Y�
�����P"T�F�,
V�,���
�7
�$,+.64�Y�W�,$��� ��4�,���
�k<

�	�
�]R
"�$,>�"'�7�5"g$,
���"T$,"'�������,�@
�$�"b(#�
�,�F�� ���"T�tE)���7$@�F�*
���� ��"5�@�Y�)UW�7�F��
P���� 7��"5����E��,Q�"!�F�,
V�,"o�F(�
��5"
3� ��4�X�,Q�"�+
$,"'q]����$,"��,Q�"b�7�F"b��E�64$,�tE �������764�����������M
��76��\�
$�"b�5�
�P(����Y��
���"A6*��Q7"���$,"��*�bad��"�"b"
< >�<K�^"�+K�v
��76v{JI	"'"'64��"mfA1�1!�7|



Perfect Forward Simulation 33

= �]�F"'�]��Q7
��#fA1�1���
�| �����7����� �
	n/�;
;
/�h5< ?@�VIM"�R
"�$A3SIXQ�"��m��Q�"J"'�
�,��$,"J�W�%
V��"J��(7
���"	�Y�D�F�*
����[3�
�� EG��$D���7$D�����!���Y
V�,"'6
�,"��P(�"'$�����>�
���>
��$,�t�,Q��*��3 ��Q�"'�p��Q7"l�F������
V�������p�Y�TEd
�$m�����P(���"�$A3D
��76 IM".Q7
SR
"m�,Q�".EG�
�����VIX����>^�W�,$,
���>
Q]�FEG��$,IJ
�$%6
$,"'�������'<Dij�X>��K"'�	 7
��%e\�,� ���K�� LaFf'1���}
h53]
��76*EG�
�����VI@�	"'
�������+PEG$,��� ��Q7"b������(7������>!����"Aq
��
����t�W+^a~�F"'"�"
< >�< y ����64RV
����
fA1�1
/
hD
��76*��Q�"g�F(������F������>P�5�
�7�W�,$����H�������*$,"5EG"'$�$,"'6m�,�!"'
�$�����"�$A|]��"�"@"
< >�<]�����P�P"�������aFf'1
8 �]h53]�^"�+K�l
���6*{JI	"'"'64��"
aFf'1�1
}
h	
��76 = �]�F"'�]��Q7
���aWf'1
1��� �hH<

�  ���01��B�!$#"!���7:� * +3* � ��� 1 
�a���"O�7h "iA � $ ���
�#��� f � �1g ��� � d � 
�f d $�� $ ��	 ��� ����g #�dbf � � �
� � � �1d ��d3��� � �Sdbe�g�� �bf �`d��
& � � �
�:d ����g ���
����g 
#� & �)� ' � ���
�Tg ���
� � d � �Yf % � �$g � f ��$�e � � d��	��aOA h � �Ae�
 
1d g�� � � � ��� � � � �#� �8f ��g � � � ��g�
#� & �)� �$g
a&% F "('/"*)7h ��g � � 	�	 � ��� � � #�dYf � �&% g ���bf � �
����
3d �
�#�Ja���"t�7h����LH�
 ' ��� � � �&% 
1d g ��� �!� ���
��� � ����f,% ' � �4� � � �

� 1  aFa���"t�7hQ"%A h�nE��aOA h � � � U aFf<n 'Hh��  _  0/��
� �#��f ��� ��� �!� ��d � ��g��
�#���_f � �
��� g � �
�#��������f���d
� ��� & � � �
�
��� � �

9N"b���VI`�����7����6�"�$M��Q�"Tq]��"A�W�,���
����E2�5�
�KR�"�$,>�"'�7�5"�$,
���"'�	EG�
$@�F���!���Y
V�,"'6l��"'�\(#"�$,����>7< �	���m ��������7>PC $��
(��]�F��Z
�,���
�_�!<�fbIX����Q�C�$,��(#�
������������}7<�f
34I	"b���P�\"A64�Y
V��"'��+��� 4�%
����l�,Q�"bEG�������VIX����>�<

�  ���01��B�!$#"!���7:� *k("* �Ae�
 
1d g���� � �
� dbe;f g �
��e 	 � � � �$� � ��
#��f �
����& �#�
�
�	� �bg�d � � &Sd �1g � ��� e#� ��� ��� ��
#��f � �,e;f��� c g�d �
�#�
��" c � !]aC��"O� c hT&��r�:�	(��$g*a % o "(' o "*)�h ��g � �
	�	�� �Ae�
 
3dbg ��#Se;f �
�#��f � � �
�$1! 
 
�a���"O�7h " " c � 5 ' � #�dbf
� 	�	�a���"O�7h)�=� H 
 � � ������aBA¢h $ � � g � � � � d�� �Yf % � �$g �,f ��$�e � � d���#�dbf � � ��& � � �
� � ��� � ��#�dbf � � % g ���bf � �
����
1d
�
�#�

aC��"O�7h��D�LH	
 ' � � �$� � % 
3dbg ��� �!�
���
�#��������f,% ' � � �#���
�

� 1  
�aC��"O�7hQ"%A ��nE��aOA h � � � U aWf<n 'Q��' o h��  _ �  
 �  #" � �
� �#��f ��� ��� �$g��
�#���_f � �
��� g � �
�#��������f���d
� ��� & � � �
�
��� � �

{JQ��Y�2(�$,��(#�
���t�,���
�o��QK�7�D>
��R
"'�D
gq
��
��]�����,
�����R�"M��(�(#"�$�Z[ #������6!�
�!�,Q�"X64���F�,
��7�5"	���T�F�,
��������7
�$����W+b��E7�,Q�"X�%Q7
����

�E ��"�$,%�����"'$,
��������7�'<)���X���vC $��
(��]�F���������v}�<¢/434IM"bQ7
SR�"g��Q7"bEG�������VIX����>P�F(#"'����
����Y��
��������v�tE � c �Y�X
��_
V�,���_<

�  ���01��B�!$#"!���7:� *kP"* �Ae�
 
1d g�� � g �
��e 	 � � � � ��� ��
#��f �
� �	& � �
�
� � � g d�� ��&Sd �1g � ��� e#� ��� � � ��
 ��f �
� e;f �k�Ac g�d
� � � � � c �$g ��� �
��d � ���Ae�
 
3dbg�� #Se;f �
�#��f � � �
� 1! 
 
�aC��"O�7h " " c ��5�' ��#�dYf � 	�	�a���"t�7hk�p� H 
$� ���#� ��#�dYf ���&%
g ���bf � �
����
3d �
�#�Ja���"O�7h<���LH�
 ' � � � ���&% 
1d g ��� �!� ���
�#��� ����f,% ' � �4� � � �

� 1  
�a���"t�7hQ"iA �
n���aBA¢h � � � U aWf@n ' �5h �  _ �  
 � � � �
�K���P���Y
�$,��+�34IM"gQ�
SR�"g��Q�"bEG�
�����VIX����>\��(#"'�5�Y
����Y��
��������v�tE � c �Y� 4AZ[�7���tEG�
$��_<

�  ���01��B�!$#"!���7:� * [�* �Ae�
 
1d g�� � g �
��e 	 � � � � ��� ��
#��f �
� �	& � �
�
� � � g d�� ��&Sd �1g � ��� e#� ��� � � ��
 ��f �
� e;f �k�Ac g�d
� � � � � c �$g 4 ��e%�#� #�dYf � ���Ae�
 
1d g�� #Se;f �
�#��f �
�#�
� 1! 
 
�a���"O�7h " " c � 51' ��#�dbf�� 	�	2aC��"O�7h<� �LHD
$����� � �)#�dbf����&%
g ���bf � �
����
3d �
�#�Ja���"O�7h<���LH�
 ' � � � ���&% 
1d g ��� �!� ���
�#��� ����f,% ' � �4� � � �

� 1  
�aC��"O�7h "iA �
n���aBA¢h � � � U aWfRn 4 ' �5h �  _  
 �



34 Brooks, Fan and Rosenthal

i��_(7
�$F�,��������
�$'34IX����Q84)� f
3�I	"bQ7
SR
"��,Q�"bEG�������VIX����>�<
���� ����E�_9� 
5� *,+3*���e�
 
1d g�� �Dg �
��e 	 �
��� � ��� ��
 ��f �
��� & �#�
�
� � � g\d�� �	&Sd��3g � ��� e#� �#����� ��
 ��f � �,e;f ��� c g�d

� � � � � c$�$g ���������!����	 � �!� � ��e�
 
1d g�� #Se;f � � ��f � � �
� 1  
 
�aC��"O�7hQ"�" c���5�' ��#�dbf � 	�	)a���"O�7h �p�gH 
$� ��� � ��#�dbf ���&%
g ���bf � �
���4
3d �
�#�Xa���"t�7h �D�LH�
 ' ��� �$���&%4
1d g ��� �!� ���
��� � ����f % ' � ��� � � �

� 1  aFaC��"O�7h "iA¢h n���aBA¢h � � � U aWfRn ' � h��  _  
 �
�	�
$��
���Y
�$,+��!<�f!��QK�7�b��
S+4��"'�,�F"'�
�,��
�����+���Q7
�����Q7"\�%Q7
���� � �g�5�
�]R
"�$,>�"'�7�5"g�����P"�3k64��RK��6�"'6^ K+ % �S3n���� #�����76�"'6


� ��VR
"� K+.
 ������� � ���
M\P�a ' ��h $,
��764�
� RV
�$��Y
� ���"�<Di���(7
�$����Y�5���Y
�$A3]IX�t�,Q-% �R� f
3]��Q�"'+l��
S+\�,Q7
V�M��Q�"T�%Q7
����lQ7
��J

�����KR�"'$�>
"��7��"@�,���P"TIXQ��Y�%Q_���J"A����"��]���Y
�����+ ��������� ��� M\P�a ' �5h5<

9N"!��
��_"'
�������+l
�(�(���+_�	�
$��
���Y
�$,+*�o<�fb���.�@��>��
$�����Q7� �7< }�< i��764"�"A6B3������@��>���$,����Q�� �7< }�3
�LH�
 ���,'FZ����P
����[3

��76 � c �Y�J�~< �~< 6B< Z[����e�"�3��F�PIM"g�
 4�,
�������Q7"bEG�������VIX����>7<

� %'.A�� ".3& � * +3*��?d �3g ������f �
�#�We%� �!��f 	 %
�
��� g �
� e 	 � � � ��� � ��
#��f �
��� ���Yf �_d ��& �#�
�
�=d # � 	 �Edbf ��� � � � � ��� � ���

'�� e � ac�AcAh;� c���� �W� c@�x����E � � ;��7� � ; + � �Va��d"O�Ac
|`�)h�� ���#� � #�dbf � � %�g ���bf � �
��� 
3d �
�#�2a���"O�7h<�D�8H@
 ' ��� �����&%

1d g ��� �!� � �
��� � ����f % ' � � ����d
���
	 �
�bf ��� � � d�� �
�$g � ���'& ��d # �
�#� ���Yf �_d � & �#�
�
����d g ���
� � d � �Yf ��� % � # ����f+%�������f��
� � d �3g '
g�� � �$g  ��g

� 1  
�a���"t�7hQ"iA �
n���aBA¢h � � � U aFf<n 'Hh  $
{JQ�"'��$,"�� �o<�fP��
S+4�X�,Q7
V�A3n�tEMI	"\�5�����F�Y64"�$���Q�"P�����m����
���"A6���"'�P(�"'$�����>��%Q�
����^���764"'$���+K���7>��@��>��
$�����Q7� ��< }73

�,Q�"�� ��Q�"_�5�
�KR�"�$,>�"'�7�5"\�,���P"v��E@�,Q����\�%Q7
���� �Y�m"'�,�F"'�
�,��
�����+ ��������� ��� M\P�a 'HhH< {JQ��Y�\���!���L �"_�5�
�\(�
�$,"'6 IX����Q
�,Q�"!���P(���"��P"��]�,
��������^��E �@��>��
$�����Q�� ��< }*���,��"���EW3nIXQ��Y�%Q^����$,����EG��$b
P�,���,
�����E " � ���
��� � ��� M P�a 'HhX����"'$,
��������7�'<
{JQ�
V�T���'3 ����>
��$,�t�,Q�� �7< }��P
��7
�>
"'�����_�� ��,
���� 
�(#"�$�EG"'�5�o��
��\(7��"\EG$,��� ��aBA¢hH3����p
l�����P".�5���P(7
�$,
� ���"o���v�,Q�"
$,"��Y
Vr�
��������.�,���P"T��E��,Q�"b���764"'$���+K����>.��
�$,e��VR*�%Q7
����k<

(*),+.-0/�1 � 4 i��^64"'����>
������>*��Q7"o���764"'$���+K���7>.�F���!���Y
V�,"'6v�,"��P(�"'$�����>l�%Q�
����k3��,Q�"�$,"o�*
S+l #"m�����P"bEG$,"�"'6���� ���
6�"5��"'$��P����"TQ��VI`�!�7�%Qv��E2��Q�"b�,���P"b�,Q�"o�%Q7
����vIX����� ��(�"'�76v���v��Q7"TRS
�$��������M�����7�F�������7"��]�X��"'�\(#"�$%
V�,��$,"'�'<D���VIT3
IM"b�F"'"�EG$,��� C�$,��(#�
���t�,���
�7�	�!< /\
��76l�!< }m��Q�
V�'3���Q�"b�P��$,"�����e�"���+*�,Q�"T�%Q7
����l�Y�M���gUW���P(v��� " c 34��Q7"g�Y
�$,>�"'$	IM"
�'
��v�*
�e�" ' �g
���6.�,Q�"o�F�*
�����"�$XIM"T��
��_�*
�e
" %Z�V<�?@"����5"�37����$X #������6��X������Q7"!�5�
�]R
"�$,>�"'�7�5"�$,
���"b>�"��J #"5����"'$
�,Q�"o�P��$,"T����e
"���+.��Q7"!�%Q7
����_���@���bUW���P(��,� " c < ' �v�,Q�"o���,Q�"�$�Q7
���6B34��Q7"!�P��$,"b����e�"'��+���Q�"m�%Q7
����_���J�,�TUW���P(
�,� " c 3���Q�"o��"'�,�X�,���P"!��Q�"!�%Q�
�����IX�����2��(#"��76_��� ���N�q�b���^�W�%
V��������
�$,�t�W+
<J?�"��7��"�3���Q�"m��"A���@�7�F"�EG���2IX������ #"T�,Q�"
�,
��P(���"'�!�� 4�%
�����"'6NEG$,��� ��Q7"������m����
���"A6 ��"'�\(#"�$,����>��F�,
V�,���
�7
�$,+L6����F��$,�� 7�4�������k<L{JQ�"�$,".�Y�o�,Q]���!
��,$,

64"5Zj�YiD3
IXQ7"��_�����5$,"'
�������>!�,Q�"o�%Q7
��7�5"g��E#UW���P(�����>P��� " c 3� #"5�WIM"�"'�l�,Q�"o�F(#"�"A6v��E2�����KR�"'$�>
"��7��"@�,�.�W�%
V��������
�$,�t�W+^a~
��76
�,Q�"P�5��$,$,"'��(��
�764����>*$��7��������>.�,���P"Ah���E ����>
��$,�t�,Q�� �7< }�3n
��76���Q�"\�7��"5EG������"'�,����E)��Q7"m$,"'������������>l�,
��P(���"'��EG$��
�
�F�,
��������7
�$����W+�3KIXQ��Y�%Q_I	"b"�rK(7���
$�"�EG��$���Q�"'$@���v�,Q�"o�5�
�
�,"5rK�X��E���Q�"o�����P(���"T"5r�
��\(7��"b�����4"'�H�,���
��-�<�f�<


